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RCsum&--Une methode numerique du type Tau-Chebyshev est utilisee pour d&ire ie mouvement dun 
fluide de Boussinesq en rotation, soumis a un gradient thermique radial. L’analyse des regimes d’tcoulement 
axisymetriques est developpee pour des cavites annulaires, lorsque les paramttres physiques varient: 
0 < Re < 2500 ; Ra = lo’, k 104, 10’; 0 < Fr < 25. La transition entre les regimes de convection thermique 
et ceux domints par la rotation rtsulte de la competition entre les diffirentes forces: gravifique, centrifuge 
et de Coriohs. La validite des solutions asymptotiques propokes par Hunter (1966) lorsque Fr << 1 et 

R, >> 1, est disc&e lorsque Re varie. 

1. INTRODUCTION 

DES MOUVEMENTS fluides tres complexes peuvent se 
developper dans les systemes en rotation sous l’effet 
des forces gravifique, centrifuge et de Coriolis. Au 
mouvement de base, solide, lorsque les parois tour- 
nent ?I la m$me vitesse, peuvent se superposer des 
mouvements secondaires sous l’effet des conditions 
appliquees aux front&es du domaine. Conlisk et 
Walker [l] ont refere trois perturbations majeures a 
i’origine du mouvement : la rotation diff~rentielje des 
parois, les Aux de masse source-puits, les gradients 
thermiques parietaux. Une litttrature importante 
temoigne de Pint&Et, tant fondamental (Hide [2], 
Stewartson [3], Robinson 141, Greenspan 151, Hunter 
[6], Barcilon et Pedlosky [7]) qu’appliqut (Owen et al. 
[8], Homsy et Hudson [9], De Vahl Davis et al. [lo], 
Matsuda et al. [I I]), port& a l’etude des ecoulements 
dans les systemes tournants. Bien que des solutions 
analytiques n’existent pas pour le probleme general, 
des approches asymptotiques sont developpees 
lorsque l’un seulement des mecanismes generateurs 
est present et les non-~in~arit~s faibles [3, 4, 6, 7, 9, 
ii]. Ces analyses theoriques ont Cte me&es surtout 
avant les annees 1970, c’est-a-dire lorsque les moyens 
informatiques Ctaient encore assez limit&s. A l’origine, 
les objectifs en itaient lies a la connaissance des mou- 
vements atmospheriques a une grande echelle. Gener- 
alement, lorsque I’on considere I’action superposee 
des differents mecanismes moteurs, les approches sont 
plutot numeriques (De Vahl Davis et al. [IO], Chew 
et al. [ 121, Chew [I 31, Leonardi rt al. [ 141, Hyun [ 1.51). 
Des etudes experimentales existent dont une grande 
partie concerne les problemes lies aux machines tourn- 
antes, turbomachines [8] et centrifugeuses [Ill. Des 
applications plus sp&cifiques existent egalement dans 
le cadre de la solidification dirigee d’alliages metal- 
liques (methode Czochralski) oti s’ajoutent des 
mecanismes physiques supplementaires d’interfaces 

solide-liquide et liquide-air et l’effet Marangoni 
(Balasubramanian et Ostrach [16], Lamprecht et al. 
1171, Crochet et al. [ 181, Mihelcic et al. [19], Langlois 

Fw. 
En presence d’un flux radial source-puits ii l’in- 

terieur d’une cavite annulaire, les solutions deduites 
de la theorie lineaire (Hide [21]) s’appliquent lorsque 
l’echelle de vitesse azimutale, k’, reste petite comparte 
a la vitesse d’entrainement des parois : F’j2nw < 1 
(Bennetts et Jackson [22]). La relation V = UE _ ‘!* a 
et& proposee en ref. [IS] oi ci est la vitesse radiale $ 
la source et E = vi2RH 2, le nombre d’Ekman. Lorsqu’ 
une stratification thermique verticale est imposee avec 
un chauffage par le haut, le mouvement vertical est 
reduit et la penetration radiale du flux est favorisee 
[ 151. Quelques configurations de moteurs electriques, 
qui font intervenir des gradients the~iques parietaux 
et la rotation differentielle des parois, ont Cte itudiees 
numtriquement [lo, 141. Pour les problemes de cen- 
trifugeuses, qui mettent en jeu de tres grandes vitesses 
de rotation, les approches asymptotiques proposees 
]7, 9, 1 l], sont basees sur la decomposition du mou- 
vement suivant trois zones : le coeur, les couches d’Ek- 
man sur les parois orthogonales & I’axe de rotation, 
et les couches de Stewartson sur les parois paralleles 
a l’axe. Le decouplage permet de construire des sol- 
utions satisfaisantes lorsque les termes non lineaires 
sont negligeables : c’est-&dire lorsque les gradients 
the~iques restent faibles et les vitesses de rotation 
grandes. L’influence de la rotation sur I’ecoulement 
induit par un gradient de pression dans une conduite 
Carrie a et& Ctudiee recemment de facon trb complete, 
avec des approches numerique et asymptotique, par 
Kheshgi et Striven 1231. 

Les etudes tant theoriques que numeriques ou 
expirimentales, sont encore rares dans le cas dun gaz 
place dans une enceinte annulaire de courbure finie, 
soumise a un gradient thermique radial et pour des 
vitesses de rotation moderees. Lorsque les vitesses 
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NOMENCLATURE 

AR parametre de forme (AR/2H) 

an,,,, b,,, c,,, d,, coefficients des 
developpements en polynomes de 
Chebyshev des variables [, T, I/I, v 

c, coefficient de chaleur specifique 
10 en,,,, efi,, giz, gi:, h,$ hf,j, coefficients des 

developpements en polynbmes de 
Chebyshev des termes non lineaires 

f ,,m coefficients du developpement en 
polynomes de Chebyshev de termes 
sources 

.f terme source 
Fr nombre de Froude de rotation 

(0’ AR/g) 
9 acceleration de la pesanteur 

H demi-hauteur de la cavite 

k coefficient de conductivite thermique 
M, N nombres de degres de liberte dans les 

deux directions spatiales z, r 

P pression 
Pr nombre de Prandtl (v/a) 

4 ordre de precision 

(schema LSODA) 
r coordonnte radiale d’espace 

Ra nombre de Rayleigh thermique 
(,g/lATAR’/ctv) 

RC parametre de courbure 

[(&+&Y&-4)1 
Re nombre de Reynolds de rotation 

(2D AR ‘iv) 
R,, R, rayons interne et externe de la cavite 
AR longueur radiale de la cavite (RE- R,) 

R0 nombre de Rossby thermique (BAT) 
t temps 
T temperature normalisee 
T,, TE temperatures des parois actives 
T,, T, polynomes de Chebyshev 
u, v, w composantes de la vitesse dans un rep&e 

relatif 
V variable 
Z coordonnee axiale d’espace. 

Symboles grecs 
a coefficient de diffusivite thermique 

(k/PC,) 

B coefficient de dilatation thermique 

i rotationnel de vitesses 
Q coordonnee azimutale d’espace 

PL, v viscosites moltculaire et cinematique 

P densite 

$ fonction de courant 
R vitesse angulaire (uniforme). 

sont grandes et le parametre de courbure infini, des 
solutions asymptotiques existent dans le cas d’un flu- 
ide de Boussinesq (Robinson [4]). Ces solutions ont 
ete gentralisees aux mouvements de convection ther- 
mique par Hunter [6] dans le cas de cavites de section 
droite rectangulaire et de surface superieure libre ou 
rigide. Les etudes expbimentales existent essen- 

tiellement pour I’eau (Hide [2], Riehl et Fultz [24]), et 
pour des melanges de glycerol (Bowden et Eden [25], 
Fowlis et Hide [26]). Ces analyses ont surtout permis 
de situer, de facon plus qualitative que quantitative, 
les zones de transition entre les principaux regimes 
d’ecoulement dans les cavites en rotation. 

Le present travail propose une etude numtrique de 
I’influence de la rotation sur la convection thermique. 
Le mouvement de base get&C par la force gravifique 
est modifie sous l’effet des forces centrifuge et de Cori- 
ohs. Cette etude Porte sur les Ccoulements laminaires 
et axisymetriques d’un fluide de Boussinesq. Elle con- 
stitue une premiere Ctape d’une etude plus generale 
prenant en compte les differents mecanismes moteurs 
Cvoques plus haut. L’approximation numerique est 
basee sur une methode spectrale de type TauCheby- 
shev, dont les resultats sont confrontes a des ap- 
proches asymptotiques [6]. Les resultats concernent 
principalement les mouvements d’un gaz (Pr = 0.71) 
confine dans un anneau de section carree (AR = 1) de 
courbure R, = 2 lorsque le nombre de Reynolds de 

rotation Re varie de 0 a 2500, pour les nombres de 
Rayleigh thermique Ra = lo’, + lo4 et 10’ ; les valeurs 
du nombre de Froude de rotation Ctant comprises 

entre 0 et 25. 

2. MODELISATION MATHEMATIQUE 

2.1. Le modele physique correspond a une enceinte 
contenue entre deux cylindres verticaux coaxiaux, de 
rayons respectifs RI et R,, et limitee par deux plaques 
planes en z = k H (Fig. 1). Les parois verticales sont 
isothermes, de temperatures T, et T,, et on impose 
une repartition lineaire de temperature sur les parois 
radiales. La cavite tourne avec une vitesse angulaire 
uniforme D autour de son axe de symetrie vertical. Elle 
contient un fluide de Boussinesq dont les proprietes 
physiques sont supposees constantes. La densite est 
aussi consideree constante sauf dans les termes gra- 
vifique, centrifuge et de Coriolis, oii elle est relite a la 
temperature par la relation lineaire : 

p = po{l-P(T-Z-T,)} od To = (T,+Tr)/2. (1) 

2.2. Pour les regimes d’ecoulement laminaires et 
axisymetriques, les equations en variables primitives 
s’ecrivent de la facon suivante, dans un repere cylin- 
drique relatif en rotation : 

;!?g?+!$o 
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FIG. I. Ghmitrie du domaine annulaire en rotation 
uniforme autour de I’axe Z. 

all 1 a(ru2) a(m) 1 aP 
-+;av+T’ ---- 

p. ar 

+v(Au-~)+~(~+n’~+2n~) (3) 

--L 5+2Chl 
( > c41 r 

(4) 

o’T 1 a(ruT) a(dr) 
x+;T+f-= EAT (6) . 

avec 

A=$+;;+$. 

La vitesse azimutale u est dhie comme la vitesse 
relative par rapport au mouvement solide des parois. 
Le modele mathematique, similaire a celui developpe 
par De Vahl Davis et al. [IO], pour un rep&e de 
reference fixe, est different de celui utilise par Homsy 
et Hudson [9] pour des systemes en rotation rapide, 
qui prend en compte les variations de densite seule- 
ment dans les termes de forces centrifuge et gravifique. 
Les kquations de Navier-Stokes sont alors couplees si 
I’equation d’tnergie par les forces gravifique, cen- 
trifuge et de Coriolis. Pour la resolution numerique, 
la formulation en rotationnel de vitesses et fonction 
de courant a &te utilisee, ce qui permet d’eliminer la 
pression et une equation du systeme avec : 

, 
-1 Tnr 

FIG. 2. Dkfinition du systkme de rkfkence et des vitesses. 

Les Cchelles de reference sont choisies comme a/H 
pour les vitesses et, respectivement, AR/2 et W pour 
les variables d’espace dans les directions radiale et 
axiaie (Fig. 2) : 

r’ = (2/AR)r- R,, z’ = z/H 

avec 

AR = RE-RI, R, = (RE +R, )/AR. 

Le temps de reference resultant est Hz/a. La tem- 
perature est normaiisee par rapport a la difference de 
temperatures appliquee entre les frontieres, avec To 

comme temperature de reference : 

T’= 2(T-T,)/AT, avecAT= TE-T,. 

Le systeme resultant s’Ccrit de la faGon suivante (ou 
les primes sont omis dans la suite afin de simplifier 
l’ecriture) avec comme parametres caracteristiques, 
les nombres de Rayleigh thermique, 
Ra = g/I AT AR ‘juv, de Reynolds de rotation, 
Re = 2Q AR ‘iv, de Froude de rotation, 
Fr = if2 AR/g, de Prandtl, Pr = v/a et les parametres 
de forme, AR = ARl2~ et de courbure, Rc : 

1 w 

AR2(r+R,) % 

= 1 + k i (8) ( 1 
4 RaPr aT =_- 

AR(r+R,) 16AR4 & 

Gravifique (I) 

2RaFr v’ aT 221 av ~~ 
-*AR(r+Rc)~+AR(r+R,)az 

~ntrifuge (IIa) (IIb) 

Ra Fr Pr 
- ----(r+R,)~~ 

32AR’ 

WC) 

Coriolis (IIIa) (ITIb) 

1 a( i -- 
’ AR2(r+ R,) ar AR2(r+R,)2 > 

(9) 
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1 at7 

’ AR’(r+ R,) % - 

aT u ar ar 1 a2T a2T 
~+Jjjj~+“~;=ARZ~+o”z2 

1 
g (11) 

+ AR’(r+ R,) ar’ 

2.3. Les conditions naturelles de non permeabilite 
et d’adherence aux parois sont utilisees aux frontieres 
r= +l etz= kl dudomaine:II,=a$/&=o=O. 
Les conditions thermiques de parois axiales iso- 
thermes et de repartition lineaire en fonction de r sur 
les parois radiales s’ecrivent : T = k 1 pour r = & 1, 

et T = r pour z = &- 1 (Fig. 2). 

3. METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE 

3.1. MPthode d’approximation spectrale de type Tau- 
Chebyshetl 

L’approche numerique est bake sur la methode 
spectrale de type Tau-Chebyshev, qui s’est revelire 
comme une methode efficace sur ordinateur vectoriel 
depuis une dizdine d’annees (Gottlieb et Orszag [27]). 
Une approximation de la solution sur la base des 
polynomes de Chebyshev, T,(r) et T,,,(z), peut s’ecrire : 

ou Net M sont les nombres de modes utilises dans les 
directions r et z. Les equations (8))(11) sont alors 
approchees a un residu pres du fait du developpement 
tronque. En imposant la condition d’orthogonalitt 
des residus par rapport a la base des polynomes de 
Chebyshev, il en resulte un systeme d’equations 
differentielles pour chacune des composantes spec- 
trales (methode Tau), comprenant une equation de 
type “Poisson” et trois equations de transport : 

Re Pr 
-md$,, - = 16AR4b,!: = 0 (14) 

(15) 

=0 

(16) 

pour 

O<n<N-2, O<m<M-2. 

Les divers coefficients eiz, ei,,!, g,& gfk, h,$ hi,,!,, 

F,fj, &,, correspondent aux differents termes non line- 
aires et lintaires a coefficients variables qui appa- 
raissent dans les termes convectifs, de diffusion et 
sources. Ces termes sont Cvalues dans le plan phys- 
ique, en utihsant des algorithmes de transforma- 
tion rapide sur ordinateur vectoriel (CRAY-l/S). 
Dans le cas des polyndmes de Chebyshev, les 
transformees de Fourier rapides (F.F.T.) sont 
utilisees. L’algorithme developpi: par Temperton [28], 
qui est applicable pour des composantes en nombre 
I = 2”3‘5’ et autorise une souplesse d’utilisation 
proche de l’algorithme de Singleton [29] (valable pour 
tout Z, mais relativement codteux) de la bibliotheque 
scientifique I.M.S.L., a ete choisi en raison de sa rapid- 
ite en temps de calcul. Pour un double transfert entre 
le plan physique et le plan spectral, les couts en temps 
CPU sont donnes sur la Fig. 3 : le rapport maximum 
entre les deux F.F.T. atteint 30 pour 32 x 32 com- 
posantes. Les codts obtenus avec les algorithmes 
F.F.T. vectorises de la bibliotheque scientifique 
SCILIB et de Lhomme et al. [30], applicables pour 
les puissances de 2 seulement, sont egalement port& 
sur la Fig. 3. 

Pour la resolution de l’equation (13) de type “Pois- 
son”, la methode de diagonalisation matricielle, pro- 

FIG. 3. Evaluation du temps CPU pour un double transfert 
entre le plan physique et le plan spectral dans la base des 

polynBmes de Chebyshev. 
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posee par Haidvogel et Zang [3 1] et utilisee par Bondet 
de la Bernardie [32], a ete &endue en domaine cylin- 
drique (Randriamampianina [33]). Les conditions sur 

le rotationnel de vitesses [ sont d&iv&es des conditions 
d’adherence et de l’equation (8) (Bontoux et al. [34], 
Randriamampianina et al. [35]). 

3.2. Schema d’intigration dans le temps 
Pour l’integration temporelle des equations de 

transport (14)( 16) la methode LSODA (Hindmarsh 
[36], Petzold [37]) utilisee, est fond&e sur des schemas 
de type predicteur correcteur (Gear [38]). En plus 
d’une adaptation automatique du pas de temps, elle 
comporte une selection de methodes pour traiter le 
probltme lorsqu’il est raide (les echelles de temps des 
variables different de facon importante) ou non raide. 
Pour l’equation modele : d Vjdt = F( V, t), les schemas 

temporels sont : 

(1) Lorsque le systeme est non raide : le schema 
d’Adams implicite ou d’Adams Moulton : 

Vh = Vk- ’ +L\t 1 /jiFkm’ (17) 
i=o 

ou q est l’ordre de la precision (1 < q < 12), et les 
coefficients pi dependent uniquement de q, PO > 0 ; la 
solution de (17) est obtenue par iteration fonction- 
nelle : 

4- 1 
VkJ+’ = Vh~‘+AtfloF(VkJ,tk)+At c /?J-‘. 

i= I 

(18) 

(2) Lorsque le systeme est raide: le schema BDF 
(Backward Differentiation Formula) : 

V” = i a,Vk-‘+At/&,Fk = h+At/?,Fk, 
i= I 

avec 1 <q< 5 (19) 

la solution de (19) utilise une methode de Newton 
iterative modifiee : 

-p( vk.‘+ ’ - Vk,‘) = Vk,‘-ak-At/&,F(Vk’J, 6) (20) 

OG P = I--AtboJ avec I, la matrice unite, et 
J = aF/aV, le jacobien du systeme, Cvalue per- 
iodiquement pour Vk,’ [35]. 

4. SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES 

Des approches asymptotiques ont et& developpees 
par Robinson [4] et Hunter [6] pour un fluide de 
Boussinesq soumis a la rotation uniforme rapide de 
I’enceinte, avec un parametre de courbure infini 
(R, x 1). La variation de la densite n’est prise en 
compte que pour la force gravifique. Les effets de la 

force centrifuge Ctant negliges (Fr << l), les solutions 

resultent de la competition entre les forces de Cori- 

olis et gravifique. 

4.1. Solutions conductrices 

En regime conductif, et lorsque Re B 1 et 

Ra/(Re’ Pr) << 1, des approches de type couche limite 
[4,6] ont montre qu’il existait, entre les parois radiales 
(isolees) et loin des parois axiales, des solutions caract- 
Crisees par un cisaillement constant : 

$4 = 2ARIF”(z) = 2-‘~2~{l-(cos~, -sin<,)e’l 

-(cos[2+sin[2)e-~1} (21) 

f-8 = &(z-eclcos(, +e-ilcos(2) = V”(Z) 

(22) 

od I = Ra Re-‘I*, et, 4, et l2 sont les variables reduites 

dans la direction axiale, caracteristiques des couches 
d’Ekman : 

il = $$&(z-1) et cz = $&(z+l). 

Les vitesses radiale et axiale d&iv&es de (21) sont 
alors : 

Ra 
u?=~((e(lsin~,+e-‘2sin~,), ~7~0. 

2AR Re (23) 

L’extension de ces solutions dans la direction radiale 

a ite proposte par Hunter [6], en tenant compte 
uniquement des couches de Stewartson d’ordre Re”‘, 

suivant ainsi les analyses de Robinson [4]. Le rac- 
cordement avec les conditions de non permeabilite et 
d’adherence est obtenu a l’aide d’une fonction com- 
plexe A(l) de la variable reduite caracteristique 
< = r Re”3. Ces solutions s’tcrivent alors : 

$7 = 2ARAFE(z){l+2-“2A(~)} 

et ZIP = V”(z){ 1 +A({)}. (24) 

4.2. Effets de la convection thermique 

Lorsque la convection thermique est consideree 
comme une perturbation de la solution conductrice, 
Hunter [6] a propose des solutions sous la forme de 
developpement en puissance de 1 = Ra Rem ‘I* < 0 (1) 
pour : 

Re >> 1, RaPr-’ Rem2 << 1, Ra Pr-’ Re-‘j3 << 1. 

Dans le cas de la temperature, la solution s’tcrit : 

2 “21 
T=rtARn2 ---D(r,z, AR)+0(12) (25) 

od D est une fonction compliquee de r, z et AR. 
La solution dynamique s’exprime de facon differente 
suivant les regions d’ecoulement : 

(a) Dans la region interne et sur les couches 
d’Ekman (d’ordre Re ‘I’) : 

ti; = B(rMY (26) 
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vt =&{C(r,z)+B(r)(-e’lcosc, 

avec 

+em12 cos [,)} (27) 

B(r) = a,@, -l,l)P, 

C(r,z) = {u,(r, -l,z)+~,(r,l,z)jP 

et 

0,(r,Z,,i2) = =:‘$dZ. s 
La vitesse radiale se deduit directement de uy par (26) 
alors que la vitesse axiale s’exprime comme une per- 
turbation d’ordre i 3 : 

~4; = B(r)u:, 

4 = - 8AR3 L W(r,AR)+0(15). 

(b) Dans les couches de Stewartson paralleles a 
l’axe de rotation, oti existe une double structure de 
couches [3] (les solutions sont explicitees relativement 
a la paroi interne r = - 1) : 

(i) les couches internes d’ordre Re”’ (caract- 
trisees par la variable reduite 5 = r Re’13) oti : 

I/I: = 2AR Ra Rem4,‘3 P(t,z, AR) (29) 

us = Ra(2ARRe)m’{-K-KRem’1’2K< 

+~&)+Q(t,z,AR)} (30) 

oti P(& z, AR) et Q (5, z, AR) sont des dtvel- 
oppements en serie similaires a D (r, z, AR) (cf. ref- 
erence [6]) ; 

(ii) les couches externes d’ordre Re’j4 (caract- 
&sees par la variable reduite q = r Reli4) oti : 

1+9! = 2AR/Z{f,+23!2AR2~zexp(-K~)}(31) 

v”, = Ra(2AR Re)- ’ { -2”‘f, +a,(~) 

-Kexp(-Kv)I (32) 

avec 

K = 2’/‘f, +a,/4AR, 

K = 21/4AR 1.2 

dz 

et 

On remarquera que les perturbations convectives cor- 
respondent a des termes d’ordre 1’ et 1 3 de la solution 
de base conductrice d’ordre 1. 

4.3. Etude des transferts thermiques 

Des relations ont et& proposees [6] pour le nombre 
de Nusselt aux parois actives. En regime de convection 
thermique, le nombre de Nusselt differe de la valeur 
un, correspondant au cas conductif, et s’exprime sous 
la forme de developpement en puissance de 1: 

Nu = l+12G(AR)+~4H(AR)+O(i5) 

pour 1 < O(1). (33) 

Lorsque AR < 1, les fonctions G(AR) et H(AR) s’ex- 
priment par des relations asymptotiques de la facon 
suivante : 

G(AR) = O.O68/AR 

et H(AR) = -0.00121/AR2-0.00237/AR3. (34) 

Les variations de G(AR) et H(AR) sont donnees sur 
la Fig. 2 de la ref. [6]. Pour AR = 1, on a : 

Nu = 1+0.061E~2-0.002714+O(3.5). (35) 

5. REGIMES D’ECOULEMENT ET 

APPROXIMATION DE BOUSSINESQ 

5.1. RPgimes d’koulement dans les domaines annul- 
aires en rotation 

Les etudes experimentales ont Cte me&es prin- 
cipalement dans le cas de liquides [2, 25, 261. Quatre 
regimes distincts ont et& releves par Hide [2]: des 
regimes axisymetriques, d’ondes stationnaires, d’os- 
cillations periodiques et irregulier. Le parametre 
caracteristique pour ces regimes parait Ctre le regrou- 

pement Ro/(Fr AR) (equivalent a Ra/(Re’Pr AR)). 
Les regimes axisymetriques ont Cte observes prin- 
cipalement pour Ro/(Fr AR) < 1.58 f 0.05. Com- 
plementairement aux etudes de Hide [2], effecttrees 
pour I’eau, Fowlis et Hide [26] ont etudie une gamme 
plus importante de parametres, a la fois pour des 
cavites ouvertes (surfaces libres) et fermees, pour des 
nombres de Prandtl correspondant a des melanges 
d’eau et de glycerol, soit Pr = 7.19, 18.4 et 62.7; les 
parametres gtomctriques varient entre les limites suiv- 
antes 0. I8 < AR < 0.5 I et I .37 < R, < 5.29 (Tableau 
1). I1 n’existe cependant pas a notre connaissance 
d’etudes similaires effectuees pour I’air. 

Nous avons represente sur la Fig. 4, les points de 
fonctionnement calcules numeriquement dans un 
diagramme (Ro/(Fr AR, Re* AR”‘)), oti figurent les 
courbes front&es entre les differents regimes donnees 
dans [26]. Pour des conditions similaires, les points de 
fonctionnement dans le cas de l’air (Pr = 0.71) se 
trouvent decal& vers le haut du diagramme, par rap- 
port au cas Pr = 7.1. Bien que les points de fonction- 
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Tableau 1. Valeurs des paramttres utilisks dans [26] 
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ExpCriences AR RC Pr Ra Re Fr 

I 
IIa 
IIb 

IIIa 
IIIb 
IVa 
IVb 
IVC 
IVd 

0.254 3.14 
n I 

O.:S : 
0.51 
0.192 1;7 

0.h 5.29 1.37 
I 5.29 

7.19 4.69 E02 A 1.45 E08 
18.4 2.88 E03 $ 8.50 E06 
62.7 9.29 E03 d 2.90 E07 

7.19 3.60 E02 a 1.50 E08 

n 
I, 9.31 E02 : 6.03 E07 

I, n 

I II 

n n 

8.00 E02 A 1.41 E04 1.02 E-3 A 3.14 E-l 
8.06 E02 a 2.28 E03 5.23 E-3 a 1.00 E-l 

n N 
5.5 I E02 a 9.05 E03 4.84 E-4 B 1.30 E-l 
9.21 E02 a 1.51 E03 1.35 E-3 a 3.63 E-l 
5.25 E02 a 5.54 E03 4.68 E-5 d 2.21 E-2 

n 1.24 E-4 a 5.85 E-2 
8.54 E02 a 9.01 E03 1.81 E-4 d 8.54 E-2 

n 4.78 E-4 a 2.26 E-l 

10’ 

i 

Ro. 
FrAR l 

\ 

Pr=O.7l 

1 1 

FIG. 4. Regimes d’ecoulement dans le diagramme (Ro/Fr AR, Re’AR”*): transition entre les regimes 
axisymttriques et non stationnaires tridimensionnels, determinte expirimentalement pour Pr > 7.19 (rtf. 

[26]); points de fonctionnement correspondant aux simulations numtriques pour Pr = 0.71 et 7.10. 

nement restent dans la region definie par Fowlis et 
Hide [26] pour correspondre aux regimes axisy- 
metriques, des confirmations experimentales sont 
neanmoins ntcessaires. En effet, Greenspan [5] a pre- 
cise que les zones de transition entre les differents 
regimes dependent fortement de la viscosite cint- 
matique v et que les deux parametres du diagramme 
ne sauraient les delimiter de facon absolue. 

5.2. Approximation de Boussinesq 

L’approximation de Boussinesq est le modele g&r- 
alement utilise pour Ctudier la convection thermique 
dans les liquides et les gaz. Des travaux [3941] ont 
montre que les solutions obtenues avec le modele de 
Boussinesq et avec des proprietes physiques variables 
sont trb voisines lorsque Ro = /I AT z AT/T, d 0.10. 

Les limites reelles du modele ne sont cependant pas 
encore definitivement connues (Joseph [39]). Des 
limites theoriques de validite ont ett proposees par 
Gray et Giorgini [40] pour fair et l’eau, respec- 
tivement Ro < 0.10 et Ro < 0.0043 (lorsque 
T, = 288 K). Par la voie numerique, Leonardi [41] a 
Ctudie le modele de Boussinesq par rapport a des 
modeles de proprietes physiques variables, fonction de 
la temperature et/au de la pression. Lorsque Ro = 1 

(dans le cas de l’air), le modele de Boussinesq conduit 
a une surestimation de 50% de la densite par rapport 
a la loi des gaz parfaits (pour T, = 288K). Par rap- 
port au modele considerant seulement les variations 
de la densite avec la temperature, il peut en resulter 
une augmentation substantielle de la convection : pour 
Ra = lo4 et AR = 1, les vitesses sont surestimees de 
l’ordre de 20 a 30% et le debit accru dans un rapport 
voisin de deux. Lorsque l’on tient compte, aussi, de la 
variation de la densite avec la pression (ce qui produit 
une augmentation de la densite), il y a augmentation 
du debit et la difference n’est que de 35%, pour Ro = 2 
(avec Ra = lo4 et AR = 2). Le modele de Boussinesq 
tend a exagerer la raideur du probleme: ainsi pour 
Ro > 0.5, Leonardi a observe que le modele Bous- 
sinesq conduit systematiquement a des regimes de type 
couche limite, alors que ceux-ci sont, plutbt, de type 
transitionnel (conduction-couche limite) lorsqu’ils 
sont obtenus avec les proprietes physiques variables. 

Dans la presente etude, les calculs ont ete men& 
au-de18 des limites habituelles pour Ro, et des sol- 
utions axisymetriques ont et& obtenues jusqu’a des 
valeurs de Ro < 26. La Fig. 5 donne le diagramme 
(Ro, Re2) des points de fonctionnement obtenus, ainsi 
que la courbe limite d’existence des solutions, qui 
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.Fr= 25 

.Ra=105 

FIG. 5. Limite de convergence des solutions de Boussinesq 
axisymktriques. Points de fonctionnement correspondant 
aux simulations numkriques dans le diagramme (Ro,R$). 
Conditions de calcul: Ra = IO“, Pr = 0.71, Fr = 1, AR = 1, 

R, = 2 (except6 lorsque les valeurs sont prtciskes). 

s’exprime comme Ro x 45/Re’j4. Au voisinage de 
cette limite, il apparait dans I’Cquation de quantitk de 
mouvement azimutale un accroissement trb import- 
ant des termes de Coriolis du fait de l’approximation 
de Boussinesq. Dans les solutions, on observe de 
fortes augmentations des vitesses azimutales, tr&s 
localement, au voisinage de la paroi chaude, alors 
que le reste de la cavitC est concern6 par des vitesses 
relatives nitgatives. Les configurations d’isothermes, 
de lignes de courant, d’isotourbillons et d’isovitesses 

azimutales sont montrCes sur la Fig. 6, pour des val- 
eurs des paramctres, Re et Fr, proches des conditions 
critiques. Ces solutions correspondent g un &tat con- 
vectif accent&, mis en tvidence par l’accroissement 
de la d&formation des isothermes (cf. Fig. 17). Egale- 
ment, une recirculation tend B naitre dans le coin 
infhrieur OIYI se dkveloppent les survitesses azimutales. 

6. CONFIGURATIONS ETUDIEES 

Les simulations numCriques ont CtC principalement 
men&es avec 17 x 17 composantes de Chebyshev qui 
se sont r&Cl&es suffisantes pour les configurations &tu- 
dikes correspondant & une cavitC annulaire de section 
droite carrke, AR = I, et de parambtre de courbure 
R, = 2, contenant de I’air, Pr = 0.71 [33]. La solution 
conductrice de rCf&rence pour la tempkrature s’Ccrit : 

T(r) = 
R,+l 

[ 1 
(36) 

log ~ 
R, - 1 

Re-16 30 50 
Fr =l 1.25 3.125 

a 

FIG. 6. Configurations d’tcoulement au voisinage des limites 
d’existence des solutions de Boussinesq axisymktriques : iso- 
thermes (a), iignes de courant (b), isotourbillons (c), et iso- 
vitesses azimutales (d) pour Ra = 104, Pr = 0.71. (Les iso- 
valeurs de chaque variable sont dkfinies similairement, ainsi 
par exemple, $k = k($,,, - cl/,,,)/10 + li/,,,, k = 1 A 9 ; pour 
la variable $, deux isovaleurs additionnelles sont considirkes 
au voisinage de l’extrkmum ; pour la variable U, les extrkma 

positifs sont indiquks par un signe + .) 

6.1. Influence du nombre de Reynolds de rotation Re 
6. I. 1. Analyse des solutions. On a rep&sent& sur la 

Fig. 7, I’Cvolution des configurations d’isothermes, 
de lignes de courant, d’isotourbillons et d’isovitesses 

azimutales, lorsque l’on augmente Re de 0 2 2500 avec 
Ra = 10“. Lorsque Re = Fr = 0, les lignes de courant 
(comme les d&formations des isothermes) indiquent 
un dkcentrement caractitristique du tourbillon central 
vers la paroi externe, en accord avec les rCsultats ob- 
tenus par Connor et Giiceri [42] (cf. Gi.iceri et Farouk 

1431). 
Lorsqu’il y a rotation (Re > 0 et Fr = I), on 

observe tout d’abord un entrainement du milieu fluide 
dans la direction azimutale sous l’effet de la viscositt: 
pr& des parois. Suivant Ies valeurs du nombre Re, et 
la position (r, z) dans la cavitC, la composante azimu- 
tale de la vitesse peut Ctre positive (zone de survitesse) 
ou ntgative (zone de sousvitesse) par rapport B la 
vitesse d’entrainement des parois. Pour Re = 50, tout 
le milieu fluide est en situation de sousvitesse, le mini- 
mum de vitesse correspondant a la partie centrale 
supkrieure. Pour Re = 75, le minimum est d&port& 
vers le bas. Une zone de survitesse se d&elope pour 
Re = 100, dans le haut de la partie intkrieure. Cette 
zone s’Ctend progressivement vers toute la partie 
supCrieure de la cavitC, repoussant vers le bas toute la 
zone de sousvitesse pour 125 < Re < 200. Pour 
Re = 300, la zone de survitesse occupe alors la 
majeure partie supCrieure de la cavitt. Au-deli, la 
structure gCnCrale des lignes d’isovitesses azimutales 
n’Cvolue plus CnormCment. II y a stratification des 
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Red75 125 50 0 (Fr=O) 

Ret2500 

a 

750 600 500 400 300 

b 

d 

FIG. 7. Configurations d’tcoulement lorsque Re varie : isothermes (a), lignes de courant (b), isotourbillons 
(c), isovitesses azimutales (d) pour Ra = lo”, Pr = 0.71, Fr = 1 (sauf pour Re = 0, Fr = 0) (voir corn- 
mentaire Fig. 6). Quelques valeurs extremales de $,,, (Re): -5.885 (Re = 0), -6.175 (Re = 50) -6.052 
(Re = 100). -5.095 (Re = 150), -3.105 (Re = 200), -1.322 (Re = 300), -0.766 (Re = 400) -0.514 

(Re = 500) -0.286 (Re = 750) -0.192 (Re = 1000) -0.052 (Re = 2500). 

vitesses entre les parois horizontales. Les extrkma sont 
localiscs dans leurs voisinages immcdiats. Lorsque Re 
augmente, ils se deplacent vers les coins internes et 
leurs valeurs diminuent comme l/Re (cf. Fig. 14). 

En ce qui concerne les lignes de courant dans le 
plan vertical, il y a une lente evolution lorsque Re 
augmente : pour Re > 300, les lignes de courant sont 
concentrees sur le pourtour du domaine, et aux vois- 
inages des parois horizontales (couches d’Ekman) en 

particulier. Le tourbillon central de convection ther- 
mique s’etale progressivement et fait place a une zone 
de faible mouvement occupant tout le coeur de la 
cavite. Des mouvements secondaires, de faible inten- 
site, s’installent pour Re = 600 parallelement aux 
parois verticales. Pour Re 2 750, le tourbillon secon- 
daire le plus intense, relativement, est localise du c6tt 
de la paroi interne froide, du fait des gradients ther- 
miques et de la courbure. 
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En effet, les deformations des isothermes Cvoluent 
de facon significative entre le regime de convection 
thermique dominante (Re < 125) et celui oti la con- 
vection est stabilisee par la rotation (Re > 600). La 
transition est observee pour Re = 500 et Ra = 104, 
c’est-a-dire Ra Re- 2 z 0.04. Elle est caracterisee 
qualitativement par la disparition du tourbillon 
central, la concentration des lignes de courant a la 
peripherie, la stratification horizontale des isovitesses 
azimutales et la nature conductrice des isothermes. 

Les lignes d’isotourbillons rev&lent les zones de frot- 
tements aux voisinages des parois. En regime de con- 
vection thermique pure, les zones de frottements se 
situent le long des parois verticales, interieure et exter- 
ieure. Lorsque la cavite est mise en rotation, les 
frottements deviennent relativement plus importants 
aux voisinages de la paroi horizontale inferieure 

(Re > 150) puis superieure (Re > 200), alors qu’ils 
diminuent sur les parois verticales, en particulier la 
paroi externe (Re > 400). Pour Re > 600, les con- 
figurations de lignes isotourbillons ne sont pas modi- 
frees et mettent en evidence la dominance des frot- 
tements visqueux sur les parois horizontales. 

6.1.2. Bilan desforces. Ces solutions resultent de la 
competition de differents mecanismes moteurs. Dans 
le cas de la quantite de mouvement azimutale (lo), le 

mouvement rtsulte essentiellement de la competition 
entre les forces de Coriolis et visqueuse, pour les val- 
eurs elevees de Re. Cela coincide avec les analyses de 
Hyun [15] en presence d’un flux source-puits faible 

dans la direction axiale. Pour l’equation de transport 
du rotationnel de vitesses (9), le bilan est plus com- 
plexe puisqu’il met en jeu les forces: gravifique (I), 
centrifuge (II) et de Coriolis (III) ainsi que les forces 
visqueuse et d’inertie. Les configurations des forces 
externes ont ete representees de facon systematique 
dans le plan (r,z) sur la Fig. 8, lorsque Re varie. 
Suivant les valeurs de Re, la force gravifique 
(Re 6 100) ou la force de Coriolis (Re 2 200) domine, 
et la force visqueuse joue le role de force d’equilibre 
principal, ainsi que les forces d’inertie pour les faibles 
valeurs de Re. 

La force gravifique (I) reste constante sur les parois 
horizontales, du fait de la repartition lineaire de tem- 
perature. Au-dela de Re = 500, on n’observe plus de 
deformation caracteristique due a la convection ther- 
mique, mais le maximum reste sit& sur la paroi 
interne, alors que le minimum se deporte vers la paroi 
externe. Cette asymetrie est un resultat de l’effet de 
courbure, et de l’ecart entre les conditions thermiques 
imposees aux parois radiales et la solution conductrice 

(36). 
La force centrifuge (II) (nulle sur les parois ver- 

ticales) resulte de I’interaction entre trois termes dont 
l’importance relative est liee a Re. Pour les faibles 
valeurs de Re, la force centrifuge se repartit en deux 
zones : negative sur les parois horizontales et positive 
a I’interieur de la cavite. Au-dela de Re = 500, on tend 
vers une structure nettement antisymetrique, resultant 
de la dominance du terme (11~). 

Pour la force de Coriolis (III) (nulle sur les parois 
verticales), les termes sont proportionnels a Ra/Re 

(IIIa) et a Re (IIIb). Pour Re > 300 la configuration 
presente une zone ttendue de valeur negative au 
centre, et une couche de forte variation sur les parois 
horizontales, resultant de la preponderance du terme 
(IIIb). Pour Re < 300, la structure est plus complexe 
et presente, en particulier, une couche de forte vari- 
ation sur la paroi horizontale inferieure. 

Si l’on dresse un bilan general des differentes forces, 
on peut distinguer deux regimes principaux : 

(1) Pour les forts Re (> 500) on note deux zones 

d’influence: le long des parois verticales oti il y a 
equilibre entre les forces gravifique et visqueuse, et 
la partie centrale de la cavite, englobant les parois 
horizontales, oti l’equilibre se fait entre les forces de 
Coriolis et visqueuse, conformement aux r&hats de 
Hyun [ 151 lorsque (Ra/Pr)' j * << Re. Les valeurs maxi- 
males des forces gravifique et centrifuge se situent 
entre 10 et 25% de celles des deux premieres, alors 
que la convection est relativement negligeable. 

(2) Pour les faibles Re, l’etude pour Re = 100 met 
en evidence trois zones distinctes. A proximite de la 

paroi horizontale inferieure, les forces de Coriolis et 
centrifuge se compensent, alors que sur la paroi hori- 
zontale superieure, il y a addition des forces centrifuge 

et de Coriolis qui sont contre-balancees par la force 
visqueuse (dominante), et la force gravifique. Dans 
le coeur de la cavite et jusqu’aux parois verticales, 
l’equilibre s’installe, d’une part, entre les forces cen- 
trifuge et de Coriolis, qui se compensent, et, d’autre 
part, la force visqueuse a laquelle s’opposent les forces 
d’inertie et gravifique. 

La transition entre les deux regimes est associee a 
des changements significatifs dans les configurations 
de forces centrifuge et de Coriolis. 

6.2. Discussions des solutions asymptotiques 

Les profils calcules de vitesses radiale IA et azimutale 
u sont represent& sur les Figs. 9 et 10 dans le plan 
vertical meridien, avec les predictions asymptotiques 
(22) et (23) derivees de l’analyse de Hunter [6] (Figs. 
11 et 12), pour differentes valeurs du nombre de Rey- 
nolds Re (avec Ra = 104). Les hypotheses de base 
pour les solutions asymptotiques correspondent a 
des regimes conductifs avec Fr -K 1 et R, >> 1. Les sol- 
utions numeriques montrent une dissymetrie due a 
I’effet de courbure (R, = 2) lorsque la convection ther- 
mique domine (Re < 300). 11 est interessant de con- 
stater que dans la partie infirieure des profils (z < 0), 
la prediction theorique coincide relativement bien 
avec les calculs en situation reelle. Cela resuhe de la 
part dominante des forces de Coriolis dans ces 
regions. Avec Re = 100, les profils calcules donnent 

%,X = 15.2 et 1 v,,, 1 = 11.9, alors que les solutions 
asymptotiques predisent u,,, =. 16.2 et ( q,,,, 1 = 14.1, 
soit des differences relatives de 6 et de 15% respec- 
tivement pour les vitesses radiale et azimutale (par 
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FIG. 8. Reprksentation dans le plan (Y, 2) des forces matrices : gravifique (a), de Coriolis (b) et centrifuge 
(c) lorsque RP varie pour Ra = 104, Pr = 0.71. Fr = I (sauf pour Re = 0, Fr = 0). 

rapport aux solutions purement conductrices de 
Hunter [6]). Pour Re = 500, & la transition entre ies 
rkgimes convectif et conductif, Y&art sur la vitesse 
azimutale tombe li 5%. La vitesse axiale n’est pas 
representke, car ne presentant pas d’effets significat~fs 
sur I’ecoulement, et la solution as~ptotique cor- 
respondant B une perturbation d’ordre A3 pour 
L < O(l), settlement. 

Sur les Figs. 13 et 14, ont tte represent&es les vari- 
ations, en fonction de Re, des maxima des vitesses u 

“MT 30:,-o 

et w, et II dans la cavitC.On remarque d’abord que, 
pour la vitesse radiale u, la solution theorique de 
Hunter [6] varie avec une pente constante, en pre- 
sentant un kger decalage avec la solution calculke 
lorsque Re augmente. Cette difference doit &tre attri- 
b&e & un effet de courbure. Malgre cela, les pentes 
restent assez voisines dans la zone de conduction, 
U(RC’-~~) et O(Re- ‘). Quant i la vitesse azimutale, 
la solution asymptotique, apres un changement de 
pente pour Re = 500, coincide t&s bien avec la sol- 



1286 A. RANDRIAMAMPIANINA, P. BONTOLJX et B. Roux 
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FIG. I--suite 

ution calculee, suivant 0(Re~“.8S). Cela confirme la 
transition vers le regime conductif, Cgalement mise en 
evidence par les changements de pente des variations 
des vitesses radiale et axiale. 

6.3. Etudes des transferts thermiques 
La Fig. 15 represente les variations du nombre de 

Nusselt Nu en fonction de Re, sur les deux parois 
actives (chaude et froide). La prediction, valide pour 
les regimes conductif et convectif faible et pour R, >> 1, 

est encadree par les solutions numeriques, differentes 
aux parois interne et externe du fait de la courbure 
finie R, = 2. On a egalement Porte sur la figure les 
valeurs de NU correspondant a la solution conductrice 
(36). La solution theorique, donnee par la relation 
(35), est identique sur les deux parois interne et externe 
(R, >> 1). Elle est definie pour i = RaRe-‘12 < O(1). 
Pour Re < 300, c’est a dire 1 > 1.945, on obtient une 
prediction irrealiste de Nu, qui suggtre ainsi une limi- 
tation a l’applicabilite de la solution asymptotique. 
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20 10 0 -10 

FIG. 9, Profil axial de la vitesse radiale u calcuICe, lorsque Re 
varie pour Ra = I@, Fr = f (sauf pour Re = 0, Fr = 0). 

& = 2. 

On a repksentt? SW la Fig. 16 les variations de Nu par 
rapport a la valeur “conductrice” en fonction de Re. 
Pour & s 1, Nu- 1 varie comme O(Rt- ‘), qui con- 
corde bien avec la variation de la solution calculie sur 
la paroi interne (la valeur “conductrice” a it& prise 
pour Re = 2500). Sur la paroi exteme, la variation est 
de O(Rea6), ce qui semble correspondre B l’influence 

du second terme du dtveloppement (35). L’im- 
portance du parametre de courbure est encore mise 
en evidence par les transferts thermiques plus grands 
sur la paroi interne que sur la paroi externe. 

6.4. ~n~~e~ce du non&e de Froude de rotation Fr 
Le nombre de Froude de rotation determine I’im- 

portance relative de l’acceleration centrifuge par rap- 

FIG. IO. Profil axial de la vitesse azimutale tl calculte, lorsque Re varie pour Ra = 104, Fr = 1 (sauf pour 
Re = 0. Fr = 0), R, = 2. 

port B la pesanteur. I1 intervient aussi dans la dhfi- 
nition du nombre de Rossby thermique, Ro, carac- 
teristique de la variation maximale de densite pour un 
fluide de Boussinesq. Deux types de configurations 
ont etir itudiis pour Ru = lo4 : lorsque les mecanismes 
dominant 1’~coulement sont la convection thermique 
ou la rotation, respectivement pour Re = 10 et 10f 
(Figs. 17 et 18). 

La convection thermique dominante ditermine des 
deformations caracteristiques des lignes d’isothermes 

20 10 0 -10 (Fig. 17). Dans le cas ori Re = IO, le nombre de 
FIG. 1 I. Profil axial de la vitesse radiale u analytique don& Rossby est tres grand (au-de% de Ro = 26, il n’y a 
par la relation (23) (r&f. [6]) lorsque Re varie pour Ra = 104, plus de solution axisymetrique stationnaire, cf. Fig. 

Fr << 1, RC >> 1. 

FIG. 12. Profil axial de la vitesse azimutale u a*alytique don&e par ta relation (22) (r&f. 1611 lorsque Re 
variepourRa=104,Fr<<l,R,>>1. 
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FIG. 13. Variations des extrtma de vitesses radiale, U, et 
axiale, w, lorsque Re varie. Comparaisons avec les solutions 

asymptotiques proposires par Hunter [6]. 
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FIG. 14. Variations des extrkma de la vitesse azimutale, U, 
lorsque Re varie. Comparaison avec la solution asympto- 

tique proposke par Hunter [6]. 
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FIG. 16. Variation de l’tcart g la solution conductrice du 
nombre de Nusselt, Nu, lorsque Re varie. Comparaison 
avec la solution asymptotique (35) d’aprks Hunter [6] 

lorsque Fr -x 1 et R, >> 1. 

ant, et le tourbillon central est &ire vers le haut de 
la paroi chaude. Un debut de recirculation tend a 
apparaitre dans le coin correspondant (cf. Fig. 6). Une 
variation importante des frottements visqueux est vis- 
ible sur les parois actives verticales (surtout vers la 
paroi chaude). 

Dans le cas oti Re = 103, la variation du nombre de 
Froude a un effet assez limit& sur l’etat thermique, qui 
reste typiquement conductif (Fig. 18). Le nombre de 

peroi interne 
solutii 

- (36) c CL 
~----CJ--___o_ 

1 
--o., 

(35) 

05 E 
‘o--o_~-__~_~______-_i)_ 

externe - (36) 

I I I IIII I 

10 lo* 103 Re 

FIG. 15. Variation du nombre de Nusselt calcult, Nu, lorsque Re varie. Comparaison avec la solution 
conductrice (36) et la solution asymptotique (35) d’aprks Hunter [6] lorsque Fr << 1 et R, >> 1. 

5). L’augmentation du nombre de Froude se manifeste Rossby maximal reste assez faible et inferieur a 0.352. 
par une deformation plus accent&e des isothermes, 11 apparait que lorsque 0.1 < Fr < 1, il n’y a pas de 
qui traduit le renforcement de la convection. Lorsque grand changement des configurations. Lorsque l’on 
Fr varie de 0.04 a 0.185 (ou Ro = 26) il en rtsulte un augmente le nombre de Froude, par contre (Fr = 5 et 

changement tres net : des zones de fortes survitesses 10 ; les configurations pour Fr = 25, non representtes 
se developpent principalement dans le coin inferieur dans cet article, sont similaires a celles obtenues pour 
de la paroi chaude. La figure montre I’evolution vers Fr = lo), on accroit l’influence des termes de force 
une stratification verticale des vitesses azimutales. centrifuge et de Coriolis dans les equations du 
Ceci se traduit par un deplacement des lignes de cour- mouvement. 11 en rtsulte une extension de la zone 
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Re=lO 
Fr404 010 0.185 

a 

d 

FIG. 17. Configurations d’koulement pour Re = 10, 
Ra = 104, lorsque Fr varie & la limite de convergence des 
solutions de Boussinesq axisymktriques : isothermes (a), 
lignes de courant (b), isotourbillons (c), isovitesses azimu- 

tales (d). 

Re=i03 
Fr=lO 5 05 01 

a 

b 

d 

FIG. 18. Configurations d’koulement pour Re = lo), lorsque 
Fr varie 0.1 < Fr -$ 10 : isothermes (a), lignes de courant (b), 

isotourbillons (c), isovitesses azimutales (d). 

de survitesse, alors que la zone de sousvitesse infkr- 
ieure conserve une structure de type couche limite. 
Au niveau des lignes de courant, des changements 
affectent le coeur de la cavitk, provenant du ditcolle- 
ment progressif des lignes de courant externes de 
la couche limite B la paroi supkieure. La concen- 

d 

FIG. 19. Configurations d’kcoulement lorsque Ra = - IO4 et 
Re varie: Re = lo*, 103: isothermes (a), lignes de courant 

(b), isotourbillons (c), isovitesses azimutales (d). 

tration des lignes de courant vers le coin infkrieur 
de la paroi chaude dkmontre une forte accklitration 
desparticules B cet endroit. 

6.5. Influence du nombre de Rayleigh Ra 
L’effet thermique a ttC considbrt: sous le double 

aspect du chauffage par la paroi interne (Ra < 0) ou 
externe (Ra > 0) et de l’accroissement de la diffkrence 
de tempkrature. 

L’influence du chauffage par l’intkrieur et l’extkrieur 
a ktk irtudike sur les Figs. 7 (Ra 7 0) et 19 (Ra < 0), 
pour Re = 10’ et 103, avec Fr = 1. 

Pour Re = 102, il y a une diffkence significative 
au niveau de toutes les configurations prtsentkes. La 
solution est typiquement convective pour Ra = lo4 
(Fig. 7). Pour Ra = - lo4 (Fig. 19), le mouvement se 
dkveloppe en sens inverse et la zone de survitesse est 
dominante dans le fond de la cavitb. La zone de sous- 
vitesse est repousske dans le coin externe supkrieur. 
L’Ccoulement correspond k un Ctat intermkdiaire od 

l’effet stabilisant de la rotation commence i Ctre domi- 
nant ainsi que le mettent en itvidence notamment les 
configurations d’isothermes. 

L’effet du chauffage par le cylindre intkrieur ou 
extkrieur est peu visible i Re = 103. Les configurations 
sont t&s similaires bien que les sens de rotation de 
l’koulement dans le plan vertical soient inversks pour 
Ra = - lo4 et 104. L’entrainement en survitesse dans 
la direction azimutale se rtalise dans la partie sup&r- 
ieure pour Ra = 10’ (Fig. 7) et dans la partie inftkieure 
pour Ra = - lo4 (Fig. 19). 

Le renforcement de Mat convectif, lorsque l’on 
augmente Ra, est mis en Cvidence sur la Fig. 20 pour 
Re = lo’, Fr = 1. Pour Ra = 10’ et lo4 (cf. Fig. 7), la 
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Re =iO! 
Ra=103 lo2 

d 

FIG. 20. Configurations d’koulement pour Re = lo’, lorsque 
Ra varie: Ra = IO’, 10’: isothermes (a), lignes de courant 

(b), isotourbillons (c), isovitesses azimutales (d). 

convection thermique est faible par rapport aux effets 
de la rotation et la solution thermique est du type 
essentiellement conductif. Pour Ra = lo’, la con- 
vection thermique commence g s’opposer aux forces 
de rotation. Cet effet est surtout notable sur la con- 
figuration d’isothermes. Ce phknonkne s’accompagne 
aussi d’un changement sensible au niveau des struc- 
tures de vitesse azimutale. Les maxima de vitesse sont 
localisks dans les coins OLXI l’koulement horizontal 
rencontre les parois chaude et froide. Le rapport 
Ra Rem2 = 0.1 est encore supkieur $ la limite dtter- 
mike prkckdemment pour le rCgime convectif avec 
Ra = 104. 

7. CONCLUSION 

Quelques aspects de la convection thermique ont 
CtC CtudiCs par simulation numkrique dans une cavitC 
cylindrique fermte en rotation, et au moyen d’une 
mkthode spectrale Tau-Chebyshev. Des essais 
numkiques ont CtC rkalists pour une garnme &endue 
des valeurs des parametres permettant de couvrir les 
rkgimes hydrodynamiques de type convectif et con- 
ductif. Pour les valeurs ClevCes de Re (rkgime con- 
ductif) et pour Pr = 0.71, Ra = 104, Fr = 1, AR = 1 
et R, = 2, la validitk des solutions numkiques a CtC 
contrcilte par rapport B des solutions asymptotiques 
(R, + co), dCrivt?es des travaux de Hunter [6]. Pour les 
valeurs ClevCes du nombre de Rossby thermique, Ro, 

lorsque le modGle de Boussinesq devient de moins en 
moins valide, on a observk des limites d’existence de 
la solution correspondant $ Ro > 45/Re”4. 

Une Ctude s&par&e de trois paramktres physiques 
caractkristiques, Re, Fr et Ra, a perrnis de mettre en 
Cvidence la complexiti! de l’kcoulement d’autant plus 
grande que la vitesse de rotation est plus faible; la 

courbure jouant alors un rBle important mdme pour 
R, = 2 et AR = 1 [33]. L’influence des forces matrices : 
gravifique, centrifuge et de Coriolis a CtC analyske 
suivant les valeurs de Re. Les solutions asymptotiques 
permettent une bonne approximation des vitesses 
mises en jeu lorsque Re > 300. La transition entre les 
deux rkgimes convectif et conductif, pour lequel la 
rotation a stabilist la convection, est mise en Cvidence 
lorsque Ra/Re* < 0.04, ?I Ra fix& g 104. Ces diffkrents 
rkgimes sont caractkrists par les variations des 
maxima de vitesses. 

Remerciemenrs-Les auteurs souhaitent remercier le Dr A. 
C. Hindmarsh et le Professeur R. Sani pour avoir mis B 
leur disposition le logiciel ODEPACK, ei le Dr R. Peyret 
(directeur du GRECO 64-C.N.R.S.). ainsi sue le Professeur 
6. De Vahl Davis. Cette recherche a & enga&e i la demande 
de la direction scientifique de la S.N.E.C.M.A., avec le sup- 
port financier de la D.R.E.T. (Direction des Recherches 
Etudes et Techniques-Groupe 6) et g&e i une attribution 
d’heures CPU sur le CRAY-l/S par le Conseil Scientifique 
du Centre de Calcul Vectoriel pour la Recherche (C.C.V.R.). 
Support financier du M.R.T. (A.D. A&o, TUL, No. 
84F1147). L’aide apportke par le C.N.U.S.C. (Centre 
National Universitaire Sud de Calcul) et le Point d’Accts 
St-Charles est $ mentionner. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

REFERENCES 

A.T. Conlisk and J. D. Walker, Forced convection in a 
rapidly rotating annulus, J. Fluid Mech. 122. 91-108 
(1982). - 
R. Hide, An experimental study of thermal convection 
in a rotating liquid, Phil. Trans. R. Sot. London A250, 
441478 (1958). 
K. Stewartson, On almost rigid rotations, J. Fluid Mech. 
3, 17-26 (1957). 
A. R. Robinson, The symmetric state of a rotating fluid 
differentially heated in the horizontal, J. Fluid Mech. 6, 
599-620 (1959). 
H. P. Greenspan, The theory of rotating fluids. In Cum- 
bridge Monographs on Mechanics and Applied Muth- 
emafics (Edited bv G. K. Batchelor and J. W. Miles). 
Crawley,~Sussex (i969). 
C. Hunter, The axisymmetric Row in a rotating annulus 
due to a horizontally applied temperature gradient, J. 
Fluid Mech. 21, 753-778 (1967). 
V. Barcilon and J. Pedlosky, On the steady motions 
produced by a stable stratification in a rapidly rotating 
fluid, J. Fluid Mech. 29,673%690 (1967). 
J. M. Owen, J. R. Pincombe and H. Rogers, Source- 
sink flow inside a rotating cylindrical cavity, J. Fluid 
Mech. 155,233+265 (1985). 
G. M. Homsy and J. L. Hudson, Centrifugally driven 
thermal convection in a rotating cylinder, J. Fluid Mech. 
35, 33-52 (1969). 
G. De Vahl Davis, E. Leonardi and J. A. Reizes, Con- 
vection in a rotating annular cavity. In Proc. XWfh 
Int. Center fbr Heat and Muss Transfer Symposium, 
Dubrovnik, Yugoslavia (1982). 
T. Matsuda, K. Hashimoto and H. Takeda, Thermally 
driven flows in a gas centrifuge with an insulated side- 
wall, J. Fluid Mech. 73, 389-399 (1976). 
J. W. Chew, J. M. Owen and J. R. Pincombe, Numerical 
predictions for laminar source-sink flow in rotating cyl- 
indrical cavity, J. Fluid Mech. 143,451466 (1984). 
J. W. Chew, Development of a computer program for 
the prediction of flow in a rotating cavity, Int. J. Num. 
Meth. Fluids 4, 667-683 (1984). 
E. Leonardi, J. A. Reizes and G. De Vahl Davis, Heat 
transfer in a vertical rotating annulus : a numerical study. 



Ecoulements induits par la force gravifique dam une caviti cylindrique en rotation 1291 

In Froc. VHth Int. Heat Transfer Conference, Munich, 
West Germany (1982). 

15. J. M. Hyun, Source-sink flows of a stratified fluid in a 
rotating annulus, J. Fluid Mech. 145, 11 l-125 (1984). 

16. R. Balasubraman~an and S. Ostrach, Fluid motion in the 
Czochralski method of crystal growth, Physica-Chemical 
Hydrodyn. 5, 3-18 (1984). 

17. R. Lamprecht, D. Schwabe, A. Scharmann and E. Schul- 
theiss, Experiments on buoyant, thermocapillary and 
forced convection in Czochralski configuration, J..Crys- 
fui Growth 65. 143-152 (19831. 

18. M. J. Crochet, P. J. Wouters, F. T. Geyling and A. S. 
Jordan, Finite-element simulation of Czochralski bulk 
flow, 1. Crystal Growth 65, 153-165 (1983). 

19. M. Mihelcic, K. Wingerath and Ch. Pirron, Three- 
dimensional simulations of the Czochralski bulk Row, J. 
Crvstal Growth 69.4733488 (1984). 

20. W: E. Langlois, Buoyancy-d&en flows in crystal growth 
melts, A. Rev. FluidMech. 17, 191-215 (1985). - 

21. R. Hide. On source-sink flows in a rotating fluid. J. F&d 
” , 

Mech. 32,737~764 (1968). 
22. D. A. Bennetts and W. D. N. Jackson, Source-sink 

flows in a rotating annulus : a combined laboratory and 
numerical study, J. Fluid Meeh. 66,689.-705 (1974). 

23. H. S. Kheshgi and L. E. Striven, Viscous flow through 
a rotating square channel, Physics Fluids 28, 2968-2979 
(1985). 

24. H. Riehl and D. Fultz, The general circulation in a steady 
rotating-dishpan experiment, Q. J. R. Meteor. Sot. 84, 
389..417 (1958). 

25. M. Bowden and H. F. Eden, Thermal convection in a 
rotating fluid annulus : temperature, heat flow and flow 
field observations in the upper symmetric regime, J. 
Afmos. Sci. 22, 185-195 (1964). 

26. W. W. Fowlis and R. Hide, Thermal convection in a 
rotating annulus of liquid: effect of viscosity on the 
transition between axisymmetric and non-axisymmetric 
flow regimes, J. Atmos. Sci. 22, 541-558 (1965). 

27. D. Gottlieb and S. A. Orszag, Numerical analysis of 
spectral methods : theory and applications, CBMS-NSF. 
Reg. Conf. Series in Applied Math.. Siam (1977). 

28. C. Temperton, Fast mixed-radix real Fourier trans- 
forms, X. Cump. Phys. 52,340-350 (1983). 

29. R. C. Singleton, An algorithm for computing the mixed- 
radix Fast Fourier Transform, IEEE Trans. Audio 
~~ectroacu~t. 17,93-103 (1969). 

30. B. Lhomme, J. Morgenstern and P. Quandalle, Pre- 
conditioned F.F.T. algorithms. In Euromech 159 on 
Spectral Meth. in Comp. Fluid Mech., Nice, France 
(1982). 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

43. 

D. B. Haidvogel and T. Zang, The accurate solution of 
Poisson’s equation by expansion in Chebyshev poly- 
nomials, J. Camp. Phys. 30, 137-180 (1979). 
3. Bondet de la Bernardie, Contribution a la modelis- 
ation et B la simulation du com~rtem~t dy~amique et 
thermique des fluides visqueux par les methodes spec- 
trales, These, Univ. Aix-Marseilie III (1980). 
A. Randriamampianina, Etude de regimes d’koule- 
ment induits par la force gravifique dans une cavite 
cylindrique en rotation, These, Univ. Aix-Marseille II 
(1984). 
P. Bontoux, B. Bondet de la Bernardie and B. Roux, 
Spectral methods for natural convection problems. In 
Num. Meth. for Coupied Problems (Edited by E. Hinton, 
P. Bettess and R. W. Lewis), pp. 1018-1030. Pineridge 
Press, Swansea (1981). 
A. Randriamampianina, P. Bontoux, B. Roux and P. 
Argoul, Multistep methods for spectral Tau-Chebyshev 
approximation. Application to rotating and buoyancy 
driven internal flows, Notes Num. Fluid Mech. Vieweg 
13,3#2-309 (1986). 
A. C. Hindmarsh, LSODE and LSODI, two new initial 
value ordinary differential equation solvers, ACN- 
SIGNUM Newsletter 15, 10-I t (1980). 
L. R. Petzold, Automatic selection of methods for solv- 
ing stiff and non stiff systems of ordinary differential 
equations, Sandia Nat. Lab. Report SAND80-8230 
(1980). 
C. W. Gear, Numerical initial value problems in ordinary 
differential equations. In Automatic Computation 
(Edited by G. E. Forsythe). Prentice Hall, Englewo~ 
Cliffs. New Jersey (1971). 
D. D. Joseph, Stability of fluid motion 11, Natural Phil- 
osophv (Edited by B. D. Coleman), Vol. 28. Springer, 
Berlin (1976). 
D. D. Gray and A. Giorgini, The validity of the Bous- 
sinesq approximation for liquids arid gases, ht. J. Heat 
Mass Transfer 19.545-551 (1976). 
E. Leonardi, A numerical study’of the effects of fluid 
properties on natural convection, Ph.D. Thesis, Uni- 
versity of New South Wales, Australia (1984). 
C. Connor and S. 1. Giiceri, Laminar and turbulent 
natural convection in vertical cylindrical annulus, J. 
Num. Heat Transfpr (& paraitre). 
S. I. Giiceri and B. Farouk, Numerical solutions in lami- 
nar and turbulent natural convection. In Natural Can- 
vection, Fundamentals and Applications (Edited by S. 
Kakap, W. Aung and R. Viskanta), pp. 615-654. Hemi- 
sphere, Washington, DC. (1985). 

BUOYANCY DRIVEN FLOWS IN ROTATING CYLINDRICAL ANNULUS 

Abstract-A spectral Tau-Chebyshev method is used for the prediction of the motion of a rotating 
Boussinesq fluid driven by buoyancy from a horizontal temperature gradient. The analysis is made for the 
axisymmetric regime in annular cavities when the physical parameters vary as: 0 < Re < 2500; 
1Pa = IO’, + IO”, 10’; 0 < Fr < 25. The transition from the thermal convection regime to the rotation 
dominated regime results from the competition between the various buoyancy, centrifugal and Coriolis 
forces. The validity of the asymptotical solutions derived from Hunter (1966) when FP cc 1 and R, >> 1, is 

discussed when Re varies. 

STROMUNGEN DURCH AUFTRIEB IM ROTIERENDEN ZYLINDRISCHEN 
RINGSPALT 

~~e~~~ng-Ei~e spektrate Tau~hebyshev-Methode wird zur ~r~hnung der Str~mung eines 
rotierenden Boussinesq-Fluids %nut.zt, welche vom Auftrieb durch einen horizontalen Tem- 
peraturgradienten herriihrt. Die Untersuchung wurde im axialsymmetrischen Bereich in Ringraumen fiir 
folgende Parameter durchgef~hrt : 0 C Re < 2500; Ra = IO’, k 104, 10’ und 0 C Fr < 25. Der Ubergang 
von der StrSmungsform, bei weIcher thermische Konvektion vorherrscht, zu der Str~mungsfo~, bei 
welcher Rotation vorherrscht, ergibt sich aus der Wechselwirkung zwischen den Auftriebs-, Zentrifugal- 
und Coriolis-Krgften. Die Giiltigkeit der von Hunter (1966) hergeleiteten asymptotischen Liisungen fiir 

Fr << 1 und & >> I bei variierter Re-Zahl wird eriirtert. 
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ECTECTBEHHAR KOHBEKYWI BO BPAqAIOIIJIIXCfl ~MJWHAPWIECKMX 
KOJIbuEBbIX KAHAJIAX 

~oTPuHn-(heKTpanbHblii MeTon Tay-9e6bmeBa ITpSiMeHKeTCSI AJIK pameTa ecTecTeeHnoii KoHBeK- 
UHH BpUWOlUeiiCK XCHAKOCTU ~yCCkWCKi3, BbI3BaHHOti TOpH30HTNIbHbIM TpaAHeHTOM TeMllepaTyp. 
npOBeAeH aHanW3 OCeCUMMeTpBWOrO TeYeHWK B KOnbIJeBbIX IIOnOCTIlX IIpI4 o< Red 2500; Ra= 102, 
+ 104, 105;0 Q Fr < 25. nepexofl OT Tennoeoti KoHBeKumi K CnysaIo, B KOTOpoM npeo6nanaeT pe2KHM 
B,Xi”&ZHH,T, RBnKeTCK pe3ynbTaTOM B3aHMOAeiiCTBHK ~O~WZMHbIX,~eHTp06eXHbIXCHn B CIIn KopHonuca. 
PaccMaTpwBaeTcr cnpaeenmeocrb nony'leHHbrx XaHTepoM(1966)n.m cnysan Fr 4 1 II R, b 1 acwn- 

TOTH'IeCKWXpeUeHHitipHnepeMeHHOM Re. 


